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Correction Devoir maison n°10

Exercice 1 - Obligatoire pour les groupes 9 et 10

On consideére la suite (uy,)ey définie par :
up = a et pour tout entier n, u,11 = Up(2 — uy),

ou a est un réel tel que 0 < a < 1.

1. La fonction f est dérivable sur R (polynome) et

VeeR, fl(z)=2-2x

On a2 —2z>0<«= 1> z. Sachant que lim f(z) = —o0 et i1£11 f(z) = —o0. D’ou le tableau de
variation suivant :
x —0 0 1 +00
Signe de f'(z) + 0 —
1
Variations 0 _— \
de f —
—00 —00

2. (a) On montre les propriétés suivantes &, : {0 < u, < 1}.
— Initialisation : uy = a €]0, 1] donc la propriété &, est vraie.
— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc
O<u, <1

= f(0) < f(un) < f(1) (La fonction f est croissante sur [0, 1].)
= 0<uy1 <1

La proposition &, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z,) est
héréditaire.

— Conclusion : |Pour tout n € N, 0 < u,, < 1.

(b) On sait que pour tout entier n, u, > 0,

Un+1
U,

=2—u, >1

car u, < 1.

‘La suite wu,, est donc croissante ‘

(c) La suite est croissante et majorée par 1. ‘Elle est donc convergente‘ et tend vers une limite
¢ € R. On a nécessairement

fO=l<=22-1=>l= (=0

Les solutions possibles sont 0 et 1. Or, la suite (u,) est croissante donc
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lim wu, =1.
n—-+o0o

3. On considére la suite numérique (v,)nen définie sur N par :
v, =1—1u,
(a) Pour tout entier n,

Un41 = 1 - Un+1

=1—(2u, —u?)
=1-2u, +u’
= (1 —uy,)?

Ainsi Vn €N, v, = v2.

(b) On montre les propriétés suivantes 2, : {vn =(1- a)QH}.
— Initialisation : vo =1 —a et (1 — a)20 =1 — a donc la propriété &, est vraie.

— Heérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc

La proposition &1 est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z2,) est
héréditaire.

— Conclusion : |Pour tout n € N, v,, = (1 —a)*".

(c) Onal—ae€l0,1]. lim 2" =+ooet lim (1—a)* =0. Donc

n—+oo X—+o0

lim v, =0.
n—-4o0o

Et comme u, =1 — v,, on retrouve

lim wu, =1.
n—-4o00

4. On consideére le temps de vie d’'une machine a café. En sortant de I'usine (au temps ¢t = 0), la machine
a café & une probabilité a d’étre cassé (0 < a < 1). On notera A,, 'événement "la machine est cassé
au temps t = n" et p, = p(A,). Si la machine est cassé au temps t = n elle reste cassé au temps
t = n + 1. Si la machine est en état de marche au temps t = n, elle a la probabilité p,, d’étre cassé
au temps t =n + 1.

(a) Les événements Ay et Ay forment un systéme complet d’événements. Donc, d’apres la formule
des probabilités totales.

p1 = p(A1) = p(Ao)pa, (A1) + P(Ag) Pr(A)
=ax1+(1—a)py
=a+ (1—a)a
= 2a — a*

On conclut que p; = a(2 — a).

A rendre pour le 10 Février 2021. M Leboucher



ECE1 Correction Devoir maison n°10 2020-2021

(b) Les événements Ay et Ay forment un systéme complet d’événements. Donc, d’apres la formule
des probabilités totales.

Pnt1 = p(An+1) = p(An)pAn (AnJrl) + P(E)PE(An+1>
=pn X 1+ (1= pu)pn
= pn(2 - pn)

Pour tout n € N, p,i1 = pn(2 — pn).

(c) La suite (p,) est la méme que la suite u,, de la premieére partie. On a donc

pp=1—v,=1-(1-a)*.

lim p, =1.

n—-+o0o

Cela signifie que sur le long terme, la machine a café finira par étre cassé (ce qui est logique
finalement).
Exercice 2 - Obligatoire pour tous les groupes

Soit (un)nzo la suite définie par ug = 1 et pour tout entier n € N, u,,1 = In (1 + u?).

1. Script Scilab

input ("Entrez un entier n")
u=1

for k = 1:n

u = log(l + u™2)

(=]
I

end
disp(u)

2. On montre les propriétés suivantes &, : {0 < u,, < 1}.
— Initialisation : ug = 1 donc la propriété &, est donc vraie.

— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc

0<u, <1

0<u?<1
1<1+4u)<2
0<In(l+wu?)<In(2)<1
0<up+1 <1

L

La proposition &2, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z,,) est héré-
ditaire.

— Conclusion : |Pour tout n € N, 0 < u,, <1. ‘

3. Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0, 1], & valeurs réelles, telle que f (x) = In (1 + 2?) — .
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(a) La fonction f est dérivable sur [0, 1] en tant que composée et somme de fonction dérivable sur
[0,1] et

2 _—x2+2x—1_—(1—:1:)2<0
C 1+ a2 B 1+ 2 1422 —
La fonction f est décroissante. f(0) =0 et f(1) =In(2) — 1.

Ve e[0,1], f'(x)

T 0 1

Signe de f'(x) —

Variations
de f \

In(2) —1

On en déduit que

vz e0,1], f(z) <0

(b) On a montré que Vn € N, u,, € [0,1]. On a donc

f(un)§0<l:>un+l_un§0

La suite (u,) est donc décroissante.

(c) La suite (u,) est décroissante et minorée par 0.

‘Elle est donc convergente.

4. (a) On pose la fonction g : x — In(1 + z) — 2. Cette fonction est dérivable sur R, et

1 —x

Vo € Ry g(a) = o — 1= T <

La fonction g est donc décroissante et g(0) = 0. Donc Vo € Ry, g(z) < 0, c’est a dire

Ve>0, In(l+z)<zx

b) Pour tout entier n € N, u2 > 0 et donc, d’apres la question précédente
n

Upr1 = In(1 4+ u?) < u2.

(¢) On montre les propriétés suivantes &, : {u,, < (In2)"}.
— Initialisation : uy < 1 donc la propriété &, est donc vraie.

— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc

Upt1 < Ui
= Uy < (In2)" x (In2)"
=  Up+1 < (h’l 2)n+1

On a utilisé le fait que (In2)" < In(2) pour n > 1. La proposition &, est donc vraie. On
en déduit que la suite des proposition (Z7,) est héréditaire.

— Conclusion : |Pour tout n € N, u,, < (In2)".
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(d) Onapourn € N, 0 <u, < (In2)". CommeIn2 < 1, lim (In2)" = 0. Donc d’apres le théoreme

n—+00
des gendarmes,

lim u, =0
n—-+00

(e) Soit n > 2, pour tout k € [0,n — 1],
up < (In2)*

n—1 n—1
:Zuk < Z(m)k

j 1—(In2)"
:Z“’“ 1—In2

Exercice 3 - Obligatoire pour les groupes 1 a 4

1. Montrons par récurrence sur n que, pour tout n € N, u,, existe bien et est strictement positif.
Tout d’abord ug est bien défini et, par définition, ug > 0.
Soit n € N, supposons que u,, existe et que u,, > 0.

a
u, étant non nul, — est bien défini donc u,, existe bien. De plus u, > 0 et a > 0 donc — > 0 et
Uy, Unp,

a \
Uy + — >0 d’out upsq > 0.
U

n
On peut alors affirmer, d’apres le principe de récurrence, que

‘Pour tout n € N, u,, existe bien et est strictement positif.

est dérivable sur |0, +o0o[ comme somme de fonctions dérivables et, pour tout = > 0, f'(z) =

a
(1 — > Alinsi, pour tout x > 0,

/
1
2 22

f'(z )>O<:>1>—2<:>a:' >a <= x>+/a(car x> 0eta>0)
T

[ est décroissante sur |0, \/a] et croissante sur [y/a, +oo[ done, pour tout x > 0,

(a) > J(ya). Or 1 1
) = 3 (va+ ) = Jevi - va

Ve >0, f(z) > Va.

3. (a) Soit n € N*, on a u, = f(up—1). Or u,—; > 0 d’apres la question (1) donc la question (2) nous
permet d’affirmer que

Vn € N*, u, > .

1( +a> 1(& ) la—u?
Uppl —Up = = (Up+ — | —U, = = | = —Uy ) =2 .
1 o\ ", "2 \un ") 2w,

Or n € N* d’ott u, > +v/a et u2 > a. On en déduit, puisque u, > 0, que U1 — u, < 0.

(b) Soit n € N*,

(tn)nen+ est décroissante a partir du rang 1.

(¢) (un)nen+ est décroissante et minorée par \/a donc, d’apres le théoréme de la limite monotone,
(Un)nen+ converge vers £ > y/a. Ainsi

(U )nen converge vers £ > +/a.

A rendre pour le 10 Février 2021. M Leboucher



ECE1 Correction Devoir maison n°10 2020-2021

(d) f est continue sur [y/a,+o00[ et, pour tout n € N, u,; = f(u,) donc £ = f(£). On a donc

£:2<£+£><:>2<€—€> 0+ 57 =0<==a+=(=+acar > +/a>0.

(Un)nen+ converge vers v/a.

4. (a) Pour tout n € N,

Un-i—l_\/a:%(un_'_ﬁ)_\/a Un—i_i 2\/_ u%+a_2\/aun (Un_\/a)2
Un+1 + \/5 % (un + i) + \/E Unp, _'_ + 2\/_ u%l +a+ 2\/5“71 (Un + \/6)2

2
vneN, Ve (un=Va)
Upt1 —|— va  \u, ++/a
(b) Montrons par récurrence sur n que, pour tout n € N,
un —va  (ug—+/a >
up +va  \ug++a)

Tout d’abord, on a bien

Soit n € N, supposons que

mra (o)

Alors, d’apres la question (4)(a),

2 an\ 2 2%2m
unH—\/E: U, —a _ up — \/a _ g —Ja\~" _ uy —a
Uni1 +V/a Uy ++/a uy ++/a up ++/a up + +v/a
donc 'égalité reste vraie au rang n + 1.
D’apres le principe de récurrence, on peut ainsi affirmer que

==

Vn e N,
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